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現代の産業社会とグレブナー基底の調和 

 

 

 

§１．研究実施の概要  

 

 グレブナー基底のテクニックを、理論／応用／計算の側面から多角的に進化させ、現代の産業

社会における難問の解決に向けての純粋数学の貢献を探ることが本 CREST の基本構想である。

平成２１年度は、チーム全体の公式行事の一つとして、大学院生などを対象とする「CREST グレ

ブナースクール」（神戸大学理学部、2009 年 9 月）を開催した。その目的は、大学院生を含む若

手研究者が、グレブナー基底とその周辺の話題についての理解を深め、KNOPPIX/Math のユー

ザーになることである。講義と演習の配布資料と講義のビデオ映像はホームページに掲載し、公

開している。 

  理論系グループでは、分割表に付随する two way subtable sum problem の研究と非正規配

置の non-very ample 性の研究を背景に、nested 配置のトーリックイデアルの構造を詳細に探究

した。他方、統計数学における conditional independence statement を代数的に解釈することから、

有限グラフに付随する或る二項式イデアルの概念を提唱し、そのグレブナー基底を具象的に探究

し、CIイデアルが radical イデアルであることの証明に成功した。 

  応用系グループでは、実社会における重要な統計的問題として、各セルの頻度が 0 または 1 

であるような 0-1 のみを許す分割表のモデルの研究を遂行し、そのマルコフ基底を明示的に求

めることに成功した。他方、２水準系の非正則な要因実験において、新たな最適性の基準を提案

して、その基準のもとでの最適な実験計画の構成法を詳細に議論した。 

  計算系グループの顕著な結果は、Risa/Asir の上に、Ｄ-加群の積分アルゴリズムを実装し, 世

界最高速を実現することに成功し、嘗ては計算できなかった問題等も解けるようになったことである。

加えて、局所ｂ-関数を計算する新しい高速アルゴリズムを提案実装し、ソフトウエアパッケージを

開発した。 

  その他、新たなる展開の一つとして、Ｄ-加群のアルゴリズムの空間統計学への応用の研究が、

応用系グループと計算系グループの共同研究として始まり、平成２２年度に踏襲される。 

 

   

§２．研究実施体制 

 

（１）「理論系」グループ 

平成 21 年度

実績報告 
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●理論系第 1 グループ 

①研究分担グループ長：日比 孝之（大阪大学、教授） 

②研究項目 

先端科学技術に現れるグレブナー基底の代数的理論の探究 

 

●理論系第２グループ 

①研究分担グループ長：大杉 英史（立教大学、准教授） 

②研究項目 

先端科学技術に現れるグレブナー基底の代数的理論の探究 

 

（２）「応用系」グループ 

●応用系第１グループ 

①研究分担グループ長：竹村 彰通（東京大学、教授） 

②研究項目 

グレブナー基底の先端科学技術への実践的応用の探究 
 
●応用系第２グループ 

①研究分担グループ長：青木  敏（鹿児島大学、准教授） 

②研究項目 

グレブナー基底の先端科学技術への実践的応用の探究 
 
●応用系第３グループ 

①研究分担グループ長：栗木  哲（統計数理研究所、教授） 

②研究項目 

グレブナー基底の先端科学技術への実践的応用の探究 
 

●応用系第４グループ 

①研究分担グループ長：大津 起夫（大学入試センター、教授） 

②研究項目 

グレブナー基底の先端科学技術への実践的応用の探究 
 
●応用系第５グループ 

①研究分担グループ長：只木 孝太郎（中央大学、機構准教授） 

②研究項目 

グレブナー基底の先端科学技術への実践的応用の探究 

 

（３）「計算系」グループ 

●計算系第１グループ 

①研究分担グループ長：高山 信毅（神戸大学、教授） 

研究分担グループ長：野呂 正行（神戸大学、教授） 

研究分担グループ長：野海 正俊（神戸大学、教授） 
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②研究項目 

グレブナー基底の計算の高速化とソフトウエアの開発 

  

●計算系第２グループ 

①研究分担グループ長：武田 朗子（慶応義塾大学、講師） 

②研究項目 

グレブナー基底の計算の高速化とソフトウエアの開発 
 
●計算系第３グループ 

①研究分担グループ長：濱田 龍義（福岡大学、助教） 

②研究項目 

グレブナー基底の計算の高速化とソフトウエアの開発 
 
 

§３．研究実施内容  

（文中に番号がある場合は（４－１）に対応する） 

 平成２０年度は、全体研究計画書に沿い、戦略ａ、ｂ、ｄ、ｅ、ｇの研究を展開した。戦略ａ、ｅ、ｇに

ついては、平成２０年度からの継続する戦略として平成２０年度の研究成果を踏襲し、戦略ｂ、ｄに

ついては、平成２１年度が研究開始年度であった。研究全般の進展状況は、全体計画に掲げる目

標に到達している。加えて、全体計画の作成段階では、その萌芽すら感知できなかったような新

展開も始まっており、平成２２年度以降にその研究を踏襲する。理論系グループ、応用系グルー

プ、計算系グループは、個々のグループでの研究を推進しつつも、グループ相互の情報交換など

を目的とするチームミーティングを、５月（大阪）、７月（東京）、９月（神戸）、１０月（大阪）、１１月（東

京）、１月（大阪）、２月（神戸）、３月（東京）と開催し、その結果、複数のグループの共同研究なども

芽生え、若手研究者の研究交流も促進されるなど、チーム全体としての研究が円滑に進んでい

る。 

  平成２１年度のチーム全体の公式行事の一つとして、神戸大学理学部数学教室に於て

「CREST グレブナースクール」を、平成２１年９月１４日（月曜日）～１８日（金曜日）に開催した。大

学院生を含む若手研究者を主たる対象とし、グレブナー基底とその周辺の話題についての理解

を深めるとともに、KNOPPIX/Math のユーザーになることを目標に掲げた。講義と演習の配布資

料と講義のビデオ映像はチームのホームページに掲載し、公開している。その配布資料を基礎に、

チームのメンバーが共同執筆する単行本（著名は「グレブナー道場（仮題）」）を平成２３年９月に

共立出版から出版する計画である。そのような単行本の出版は、中間評価までの具体的な目標の

一つとして、全体研究計画書に記載されている。グレブナースクールの準備段階では、演習問題

の選別を巡り、理論、応用、計算グループが綿密な研究打ち合わせをしたが、そのことが、お互い

のグループの研究の現状の相互理解にきわめて有益となり、実施段階でも、グループを横断する

活発な議論が深夜まで続いた。スクールを開催した際の望外の成果であると言える。 

  KNOPPIX/Math は一般の商用の数式処理ソフトと比べると、次のような顕著な特徴を持つ。第

１に、特定の問題については、最も強力な性能を持つソフトウエアを組み合わせて使える環境を提

供している。第２に、ソースコードをチェックできるので、ユーザーは誤摩化した解き方をしていな

いことが確認できる。第３に、TeX とプレゼンテーションのソフトウエアを含む等、ユーザーのため

の環境全体を提供している。 

  その他、研究代表者は、日本応用数理学会年会（平成２１年９月、大阪大学）に於て、「グレブ

ナー基底の５０年」と題する総合講演（日本数学会推薦枠）をし、本 CREST 研究の概要も込め、

グレブナー基底の研究の現状を紹介した。 
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  以下、それぞれの研究グループの具体的な研究成果を列挙する。 

 

＜理論系グループ＞ 

  分割表に付随する two way subtable sum problem の研究［２０］と非正規配置の non-very 

ample 性の研究［２７］を背景に、応用系グループの研究の推進を踏まえ、nested 配置のトーリック

環の正規性とトーリックイデアルのグレブナー基底を詳細に探究［３１］し、二次二項式から成るグ

レブナー基底の豊富な類を生産することが可能となった。他方、ドイツとの国際共同研究［３０］は、

理論系グループの特筆すべき成果であり、統計数学における  conditional independence 

statement を代数的に解釈することから、有限グラフに付随する或る二項式イデアルを提唱し、そ

のグレブナー基底を具象的に探究し、計算代数統計における重要な概念である CIイデアルが 

radical イデアルであることを証明することに成功した。以上の研究成果は、戦略ａの代数的側面

の展開とともに、戦略ｇの推進に十分な貢献を齎す。  

  戦略ｄの理論面からの展開に関連し、凸多面体おけるグレブナー基底の理論を推進し、単模

超グラフの頂点被覆代数の組合せ論的な研究［２１］を遂行するとともに、有限グラフの  cut 

polytope の正規性が minor closed な性質であることを証明［２８］することに成功した。加えて、代

数幾何における Fano polytope の計算代数的側面の探究［T. Hibi and A. Higashitani, Smooth 

Fano polytopes arising from finite partially ordered sets, arXiv:0908.3404 ］ ［ T. Hibi, A. 

Higashitani and H. Ohsugi, Roots of Ehrhart polynomials of Gorenstein Fano polytopes, 

arXiv:1001.4165］とともに、弦グラフのベッチ数列と単体的複体の f 列の研究［１］を実施した。 

  他方、ジェネリックイニシャルイデアルについての懸案の予想の解決［２３］は、algebraic shifting 

の今後の研究活動に多大なる影響を及ぼすとともに、戦略ｇの遂行に一石を投じるものである。 

  その他、計算可換代数の具象的研究を継続し、論文［６］［９］［１５］［１９］が出版され、［３４］が

出版予定になるとともに、［T. Shibuta, Toric ideals for high Veronese subrings of toric algebras, 

arXiv:0906.5129 ］ ［ K.Kimura, N. Terai and K. Yoshida, Schmitt--Vogel type lemma for 

reductions, arXiv:0912.1399］［K. Kimura, Arithmetical rank of Cohen-Macaulay squarefree 

monomial ideals of height two, arXiv:0912.1963］［T. Shibuta, Some examples of rings of finite 

F-representation type, arXiv:0912.2434］を執筆した。 

  阪大特任助教の鍋島克輔は、日本数式処理学会第１８回大会（龍谷大学、2009 年 6 月）に

おける研究発表「零次元代数的局所コホモロジーを用いた標準基底計算・グレブナー基底計算・

メンバーシップ問題の実装」によって、最優秀奨励賞を受賞した。鍋島克輔の結果は可換代数の

テクニックが現実の計算にきわめて有効であることを示すものであり、理論系の研究と計算系の研

究の両者を繋ぐ優れた仕事である。なお、鍋島克輔は、平成２２年４月１日付けで、徳島大学准教

授に採用された。他方、追加予算によって、阪大特任研究員として松井鉄史を雇用したが、彼は、

緊急を要するソフトの開発に多大なる貢献をし、彼を主な著者とする凸多面体の格子点の数え上

げに関する長編論文 [T. Matsui, A. Higashitani, Y. Nagazawa, H. Ohsugi and T. Hibi, Roots of 

Ehrhart polynomials arising from graphs and posets, arXiv:1003.5444] を執筆した。 

 

＜応用系グループ＞ 

  応用系グループの現在の主要な研究課題は、 

（１）正確検定のためのマルコフ連鎖モンテカルロ法の基礎となるマルコフ基底の研究 

（２）統計的実験計画法の設計と解析のための代数的方法の開発 

である。これらの研究課題は、戦略ａの展開に沿っている。加えて、グラフィカルモデルの代数的

側面の探究への応用においても研究が進展している。応用系グループの研究については、一般

の統計研究者からの関心もきわめて高く、［４］［２２］ではマルコフ基底の研究および実験計画法

へのグレブナー基底の応用について、和文のサーベイを与えている。 
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  マルコフ基底の研究においては、具体的にマルコフ基底が必要とされる幾つかの問題につい

て、新たにマルコフ基底が明示的に求めることに成功した。具体的な成果の一つとしては、各セル

の頻度が 0 または 1 であるような 0-1 のみを許す分割表のモデルについて、マルコフ基底を

明示的に与えた（［３３］）。このようにセルの頻度に上限がある場合でも、グレーバー基底を用いれ

ば連結なマルコフ連鎖を構成できるが、グレーバー基底はしばしば計算することが困難であり、今

後、理論系、計算系との共同研究よって突破しなければならない厚い壁が残っている。しかし、応

用上重要な幾つかの統計モデルに関しては、グレーバー基底の明示的な部分集合を構成するこ

とにより、連結なマルコフ連鎖が構成できることを示し、今後の研究に継承する。加えて、分割表の

階層モデルについて、セパレータで分離された高次の交互作用項ごとに部分モデルを構成する

「階層的部分空間モデル」(hierarchical subspace model) とよばれるモデルを提案した（［H. Hara, 

T. Sei and A. Takemura, Hierarchical subspace models for contingency tables, 

arXiv:0909.4821］）。マルコフ基底の観点からは、これまで知られていた階層モデルのマルコフ基

底のセパレータによる単純化の結果がほぼそのまま階層的部分空間モデルにも拡張できることを

示した。 

  実験計画法に関して、現状では、実験数を任意に設定したい場合に必要とされる非正則な実

験計画の理論の整備が遅れているのが現状であるが、これについては Pistone & Wynn らのグレ

ブナー基底を用いた解析が有効である。青木敏［３５］では、従来の研究［２］［７］［２５］を発展させ

て、２水準系の非正則な要因実験において、新たな最適性の基準を提案して、その基準のもとで

の最適な実験計画の構成法を議論している。 

  他方、非心ウィシャート分布のモーメントについて、これまで明示的に求められていなかったモ

ーメントをグラフ理論的な考察から導出した成果［３２］も得られている。 

  なお、戦略ｂを推進し、グレブナー基底の社会的な統計的研究への応用の一環として、大学入

試センターと協力し、大学入試センター試験の科目選択の傾向の分析を進めているが、平成２１

年度に論文を執筆するには至らなかったが、その研究成果を踏襲し、平成２２年度の上半期には

詳細な結果を含む論文を執筆し、下半期にその論文を公表する計画である。 

  平成２１年９月に神戸大学で開催された「CREST グレブナースクール」において、計算系のＤ-

加群のアルゴリズムが統計モデルの推定に直接応用できることが判明し、現在、空間統計学のモ

デルに適用した研究が急激に進んでいる。その研究は、全体研究計画書の作成段階では、全く

予知できなかった新展開であり、計算系と応用系の新たな連携として特筆すべきものである。 

  その他、計算代数統計については［８］［１３］［１４］［２４］の論文が、アルゴリズム的ランダムネス

については［３］［１０］［１１］の論文が出版された。 

 

＜計算系グループ＞ 

  戦略ｄと戦略ｅを推進し、Risa/Asir の上に、Ｄ-加群の積分アルゴリズムを実装し、世界最高速

を実現することに成功し、嘗ては計算できなかった問題等も解けるようになった。このことは、平成２

１年度の計算系のもっとも顕著な成果の一つである。この研究は従来の［５］［１２］を発展させた方

法である。開発した実装の一部分は nk_restriction パッケージとして公開中である。今後、パッケ

ージの完成を目指すとともに、研究論文としては、平成２２年度に執筆する計画である。関連する

話題の一つとして、局所ｂ-関数を計算する新しい高速アルゴリズムを提案実装し、ソフトウエアパ

ッケージを開発することに成功した（[２９]）。このパッケージ nn_ndbf は 2010 年 2 月公開の 

openxm package に含まれている。 

  Ｄ-加群の積分の問題への計算理論的なアプローチとして、Ａ-不完全超幾何系の基礎理論と

基礎アルゴリズムを構築し、特に、パラメータについての漸化式の問題を (2,4) 型については完

全に解決することに成功した（［K. Nishiyama and N. Takayama, Incomplete A-Hypergeometric 

Systems, arXiv:0907.0745］）。 
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  統計データの処理、整数計画などのグレブナー基底についての大規模な問題を解くには 

weight vector の最適化が必須である。平成２１年度は［１６］［１８］でも活用した最適化手法を援用

し、最適化をするソフトウエアを試作したが、まだ性能が不十分であるため、その改良の研究を平

成２２年度に継承する計画である。 

  Ｄ-加群のアルゴリズムの空間統計学への応用の研究は、従来、全く予知できなかった新展開

であり、応用系と計算系の共同研究の展開として、特筆すべきであろう。この研究の初期の概要に

ついては、高山信毅が「統計学に現れるパラメータ付き積分のためのＤ-加群理論入門」なる招待

講演を、竹村彰通が主催する研究集会「計算代数統計学の展開」(統計数理研究所、2009 年 11

月）に於て行い、一般の統計学者の強い興味を引いた。現在、応用系と計算系のグループが協

力してこの研究を強力に推進している。この研究に必要なパッケージとして、西山絢太、中山洋将

は積分領域がサイクルでない場合についての積分アルゴリズムを与え、試作実装を実施している。

加えて、高山信毅は Pfaffian 系の数値解析のためのパッケージである tk_pfn を開発した。 

  その他、「CREST グレブナースクール」の際、グレブナー基底の計算ソフトと関連する多面体の

計算ソフトに重点を置いた VM/KnoppixMath CREST 版を開発し、配布した。他方、2010 年３月

には濱田龍義らが中心となり新しいアーキテクチャによる Knoppix/Math 2010 をリリースした。ま

た ubuntu ベースの ubuntu/math も初版を開発中である。何れも、グレブナー基底の理解、活

用に重点をおいて、ソフトウエア、文書を編集している。 

  その他、ランク 1 の対称空間中の球の特徴付けに関する論文［１７］と、直交多項式の公式を統

一的に扱うための核函数についての論文［２６］が出版された。 

 

  以上、理論、応用、計算のそれぞれのグループの研究成果を記載したが、最後に、研究グル

ープの相互関係を総括する。理論系グループと計算系グループの研究交流は、1996 年に始まる。

他方、理論系グループと応用系グループの研究交流は、2002 年に始まる。それらの交流が本 

CREST 研究を提案する際の土台であった。本 CREST 研究の提案の段階では、応用系グルー

プと計算系グループの交流は、理論系グループを媒介とするものであった。ところが、応用系の成

果と計算系の成果の両者に記載しているように、平成２１年度には、「CREST グレブナースクー

ル」での高山信毅の講義が契機となり、Ｄ-加群のアルゴリズムの空間統計学への応用という全く

予知することもなかった研究が芽生えた。この研究は、応用系グループと計算系グループの共同

研究として急激に展開しており、応用系グループと計算系グループの直接の研究交流が始まった。

その結果、理論系グループ／応用系グループ／計算系グループの研究トライアングルが形成さ

れ、平成２２年度以降のチームの研究活動に踏襲される。 
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