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§§§§１１１１．．．．研究実施体制研究実施体制研究実施体制研究実施体制    

 

（１）「シミュレーション」グループ  

① 研究代表者：コハツ-ヒガ アルトゥーロ （立命館大学大学院理工学研究科、教授） 

② 研究項目 

・ジャンプ型 SDE の近似 

      理論的な側面からみたランダムな刻みに関する作用素分解法 

a)モーメントが存在する場合 

b)モーメントが存在しない場合（安定過程） 

    ・Malliavin 解析 

a)確率微分方程式の最大値 

b)Greeks の計算 

c)ジャンプ型確率微分方程式の Greeks の新しい計算手法の開発 

・BSDE の解の新しい計算手法の開発 

（２）「データ解析」グループ  

① 主たる共同研究者：内田 雅之 （大阪大学大学院基礎工学研究科、教授） 

② 研究項目 

・misspecified diffusion model の推測 

・マイクロストラクチャーノイズの下でのボラティリティの推定 

・確率ボラティリティモデルの推定 

・Gerber-Shiu 関数のノンパラメトリック推定 

・ジャンプ過程のノンパラメトリック推定

H23 年度 

実績報告 
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§§§§２２２２．．．．研究実施内容研究実施内容研究実施内容研究実施内容    

(文中に番号がある場合は（３－１）に対応する) 

 

【研究背景】 

豊富な表現力をもつ確率微分方程式を用いて、金融市場のマイクロストラクチャーをとらえる数理モ

デルを構築することは、金融実務界の標準的アプローチとなっている。また高頻度データが比較的

容易に入手可能となった現在では、確率微分方程式モデルの統計解析が、株価や債券等のマイク

ロストラクチャーの分析のための科学的手法として注目されている。一方で仕組商品など多くの要素

が複雑に絡み合った問題では、モデルが本質的に高次元的・無限次元的となり、それを実務的に

実装可能なレベルまで近似・単純化する理論的な枠組みは未だ整備されていない。これは、

Footnote 現実と異なったモデルを採用したことに起因する、モデルリスクと呼ばれるリスク要因がき

ちんと解析されていないと言い換えてもよい。上述のように不適切なモデルの単純化が重大な危機

を招いたとの反省から、モデルに対するより深い洞察と、正当性が理論的に保証された近似モデル、

モデル評価のための客観的な指標、及び数値シミュレーション法、統計的推定法を含む実装可能

なスキームが金融実務界から切実に求められている。 

本研究課題設定に関する簡単な紹介：        

複雑金融商品の基本性質を理解するために次の信用リスク商品：CDS（credit default swap）を紹

介する。この商品の価格がその会社の倒産可能性が表現する商品である。 

信用リスク商品に関しての研究から、いくつかの数学的な性質が明確に解明できた。その説明を行

うために実際のデータにあてはめ検証を行っている。例えば以下のデータはRICOHの株価データ

である。その右の図は CDS のデータである。 

 

{ }NkX
kt ,...,0; =  が デ ー タ と し て 存 在 す る と 仮 定 し 、 そ の デ ー タ の モ デ ル が

( ) ( ) ( ) j
ssji

j
ssjisi

i
s dZXdWXdsXbdX 3,2,1 ,,, θσθσθ ++= とする。これから ( )3,2,1 θθθθ = を推定すること

にしている。統計的な議論を行うために、高頻度データがあるという仮定の下で理論的な研究を進

めている。また、マイクロストラクチャーノイズ（金融市場のミクロ構造に起因するノイズ）の影響、ジャ

ンプの存在、adaptive estimation などについて研究を行い、これまでの研究成果である理論を実

際の市場データ（本年度 4 月購入済み）に適用し、その精度を測る予定である。 

【データ：Yahoo Japan】 



 3 

上のデータを比べると株価とCDS価格の関係が分かる。7月後半の株価の下落に伴い、CDS価格

は上昇している。これは企業の倒産確率が高くなっていることが反映したものと考えられる。ただし、

必ずしもはっきりした関係が見えない場合もある。例えば、5 月は株価の変動は少ないが CDS 価格

は 5 月に下落している。このことから分かる様に、CDS を元にした金融商品は最も解析困難な上、

ジャンプの存在が認められる金融商品の一つと言える。このため、本年度はジャンプ型確率微分方

程式やその最大値の解析のための、数学的な道具の準備を行った。Levy 過程を基礎とした確率

微分方程式の新シミュレーション方法を開発し、その方法と他の方法との比較を行った。また、古典

的な Malliavin 解析を使い確率過程の最大値に対して解析し、密度関数や簡単な金融派生商品

のリスク評価を行った。 

 

【A:「シミュレーション」グループ】 

平成２１年度に、複雑な金融商品の議論を行った結果、数学的な性質に関する今後の研究の進め

方として、以下の主な方針をたてた。 

１． 高次元ジャンプ型確率微分方程式を扱う。 

２． １．のシミュレーション方法に関する研究を行う。 

３． データの解析を行うために、統計学的な新しい技術の開発を行う。 

まず、１．の高次元ジャンプ型確率微分方程式についての研究について説明する。 

( ) ( ) ( ) j
ssji

j
ssjisi

i
s dZXdWXdsXbdX 3,2,1 ,,, θσθσθ ++=  という確率微分方程式が一つの企業の資産

の動きを表すとする。ds で表す係数が短時間での無リスク資産の動きを表す項である。W がブラウ

ン運動(ホワイトノイズ）を表し、連続で確率論的に動いていることを表す項である。最後に Z はジャン

プ型確率過程であり、確率論的にジャンプを表す項である。金融モデルで通常よく使われるジャン

プ項 Z は、有限時間内で無限回ジャンプすることがあるので、どの有限区間でも無限次元の要素が

ある。シミュレーションの観点からみると、ジャンプする時間とジャンプの大きさを考慮する必要があり、

非常に複雑な問題である。そのために様々な有限次元の近似を提案し、実際の計算の精度とコスト

を測り、シミュレーションの評価を行っていく。 

デフォルト時間は様々なモデルの設定の仕方があるが、構造モデルでは次の時間の性質を調べて

いる。 { }i
i
ti KXt ≤= ;infτ  ここでは Ki をデフォルトレベルという。しかし、

τ i ≥ t{ } = min
s≤t

X i
s > Ki{ } = −max

s≤t
− Xs

i < −Ki{ }が分かるので、X の最大値について性質を調べ

ることを目的に研究を行っている。まず、Z=0の場合（ジャンプの項を持たない場合）について、林氏

（CREST P.D．）との共同研究で、密度関数の性質の研究を行った
A-3）

。同時に CDO より簡単な金

融派生商品に対して、この研究で用いた手法を使い、できるだけ広い範囲におけるリスク評価を現

在行っている。特に中津氏（博士後期課程）との共同研究で、リスク管理のために Vega 指数と呼ば

れる量に関して研究を行っている。その結果から当初考えていたとおり、モデルによってリスクの評
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価に大きな違いがでることが分かった。例えば、European タイプの商品に対して具体的な例でシミ

ュレーションすると、商品価格が大きく変わることが分かった。ところで、現在までの最大値の解析の

手法は技巧的な部分もあり、この研究で用いた手法には制限が必要であることが分かった。そのた

め、今後、無限次元解析のための新しい解析の手法を準備する予定である。主に有限次元の近似

確率過程から構成し、極限を取ることによりフレキシブルな理論を作れるのではないかと予想してい

る
A-1）

。 

ジャンプ型確率過程の具体的なシミュレーションについて：ジャンプを持たない場合（Z=0 の場合）

については高度シミュレーション法が知られている（例えば楠岡スキームなど）。しかし、このシミュレ

ーション法を最大値に適用するための密度関数の近似が必要である。また、ジャンプ型確率微分方

程式に関するシミュレーションの方法も調べていく必要がある。金融商品でよく扱われるジャンプ型

過程として、上に述べた高次元ジャンプ型確率微分方程式があるが、この確率過程は有限時間内

で、無限回のジャンプをするためシミュレーションを行うのは難しい。しかし、（Long,CREST PD）本

研究を行ってからの２年間で、この場合における２つのシミュレーション方法を提案した
A-2）

。現在、

その数学的な性質を調べ、実際のシミュレー

ションに従って比較を行っている。最終的に信

用リスクの複雑な商品に適用することを予定し

ている。現在は、標準的な例でシミュレーショ

ンを行っている。右記の図は、一定の精度の

下での計算速度を、従来から知られている方

法（ISJ から JA(ISJ) [①]）
）と本研究で提案し

た方法(LNOJ)とで比較したものである。 

 

米国留学：野村証券の研究者と共に金融の応用的な研究を進めている。特に最大値に対する複製

リスクの分布について研究を進めている。さらにアメリカの市場状況や信用リスクに対してのデータ

や環境について調査を行うために JST 戦略的研究推進事業 国際強化支援策の予算を新たに申

請、受理され土屋氏をNYに派遣し、５ヶ月間 P. Carr 氏(New York, Courant Institute)と共同研

究を行い、現在も引き続き行っている。この共同研究では、NY 市場の環境について詳しく調べ、

CREST の研究の方向に大きな影響を与えることを期待する。 

 

【B:「データ解析」グループ】 

確率微分方程式に従う高頻度データに基づいて、未知パラメータの統計的推定や統計的検定、そ

して統計的モデル評価・選択問題についての研究を行った。論文
B-1）

では、拡散過程モデルが真

のモデルを含むとは限らない場合について、高頻度データを用いてドリフト・ボラティリティの同時最

尤型推定量を構成し、その漸近的性質について考察した。その結果を下に、misspecification を

判別する検定統計量を構成し、その漸近分布を導出した。また、高頻度データを利用したボラティリ

ティの推定では、離散観測、市場のルールによる価格の離散化、などの市場のミクロ構造に起因す

【図３．シミュレーション方法の精度】 
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るマイクロストラクチャーノイズの影響を考慮する必要がある。論文
B-2）

では、実現分散の推定量にバ

イアスを生じさせているマイクロストラクチャーノイズの自己共分散構造を特定化し、推定する方法を

提案するとともに、その自己共分散の推定量をバイアス補正に利用している。さらに数値実験により、

他の先行研究で提案されている方法と同等以上の精度を与えることを示している。論文
B-3）

では、株

式指数に加えてオプションの価格から計算したボラティリティ指数の日中高頻度データを用いて、株

価の連続時間確率ボラティリティ・モデルの母数（特にレバレッジ）推定を行う方法を提案し、従来の

手法と比べ精度が向上していることをシミュレーションにより確認した。また S&P500 と VIX データ

による Heston モデル推定への適用結果を示した。論文
B-4）

では、オプション市場価格データが持

つ、将来のボラティリティについての情報を指数として、モデルに依存しない形で計算する新しい方

法を与えた。既存の方法に含まれる数値積分誤差や補間・補外による近似誤差がこの新しい方法

で改善されることを示した。この方法の背後にあるインプライドボラティリティとオプション価格の関係

を、論文
B-13）

において、より一般に考察した。論文
B-6）

では、保険クレームが複合ポアソン的、かつ

微小なブラウン摂動がある場合に、保険サープラスのリスク関数として近年注目されている

Gerber-Shiu 関数のノンパラメトリック推定について議論し、ある種の一致推定量を得た。論文
B-7）

では、一般のレヴィ過程に基づく保険サープラスの下で、自然なデータ設定（観測スキーム）を仮定

して、一致推定量を構成した。論文
B-8）

ではファイナンスで重要となる拡散過程モデルの特殊ケース

として、非エルゴード的 Ornstein-Uhlenbeck 過程の推定理論について述べた。金利等の効果を

考えた経済モデルはこのようなプロセスに従うことがあり、データ解析における一つのツールとして重

要である。論文
B-9）

は論文
B-8）

の一般化である。論文
B-10）

では、保険ポートフォリオの破産時刻を、

ファイナンスにおけるある種のデフォルト（倒産）の概念を含むように拡張し、そのデフォルトに関す

るリスク関数に対していくつかの解析的表現を導出したものである。論文
B-11）

では、確率積分をリー

マン和によって近似した際の誤差を考察し、時間分割を細かくしていく極限における近似誤差の漸

近分布が、時間分割に伴う局所的な被積分過程増分の歪度・尖度によって完全に決定されることを

示した。歪度と尖度に関する新しい不等式を導き、近似誤差を最小にする時間分割の方法を陽に

与えた。この結果は金融デリバティブの最適な離散ヘッジ戦略を与える。論文
B-12）

において同じ問

題を平均二乗誤差の観点から考察し、その漸近下界を与え、それが論文
B-11）

で与えた最適な時間

分割の方法によって達成されることを示した。また数値実験によってこの最適な方法が実際に一般

的な方法を優越することを確かめた。論文
B-14）

では、ドリフトとジャンプで変動する確率過程に関す

るノンパラメトリック推定問題に取り組んだ。このような確率過程における局所時間の確率積分表現

を導出し、この結果を元に定常密度および強度関数に対する一致推定量を構成することに成功し

た。 
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